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第11回
・ 対称行列の固有値問題



本日の内容

v対称行列の固有値問題
v３重対角化

vHouseholder法
vLanczos法

v３重対角行列の固有値
v二分法（バイセクション法）
vべき乗法
vWielandtの逆反復法
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対称行列の固有値を求める他の方法

• ３重対角化＋３重対角行列の固有値で求める
•例： Householder-Givens法

i. 有限回数の操作で３重対角行列にする(Holseholder法)
ii. ３重対角行列の固有値を２分法で求める(Givens法)
iii. Wielandtの方法を用いて固有ベクトルを求める
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実対称行列の３重対角化

•直交行列を用いて，次のように順次変換
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n-2ステップで
３重対角化可能

4



基本直交行列

•次の直交行列を考える

•直交行列の作用：
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ベクトル uの選び方
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補題 3.1

i番目

ベクトル xの大きさを変えずに，都合のよいベクトルへ変換
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３重対角化：1stステップ
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３重対角化：2ndステップ
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順次繰り返せばよい
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Householder法の補足

•有限回（O(n3）回）の演算で３重対角行列が求まる
•非対称な行列に同じ手順で直交行列による変換を行うと，
Hessenbergの標準形になる
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本日の内容

v対称行列の固有値問題
vJacobi法
v３重対角化

vHouseholder法
vLanczos法

v３重対角行列の固有値
v二分法（バイセクション法）
vべき乗法
vWielandtの逆反復法
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別の３重対角化： Lanczos法

• Householder	法：行列 Aを変形していく方法
• 2n2回程度の乗算と2n2回程度の加減算
（非対称行列の場合は4n2回程度の乗算と4n2回程度の加減算）

• Lanczos法：行列 Aをそのまま用いる方法
• 行列 A	が大規模疎行列の場合，計算量と記憶領域の両面でとくに有
利

• 丸め誤差の影響を強く受ける
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別の３重対角化： Lanczos法

•行列 Aの３重対角化
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Lanczos 法の考え方
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Lanczos 法のアルゴリズム

•最初に単位ベクトルを与える

• α1と β1を求める

•次の正規直交ベクトルを求める
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Lanzcos過程
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Lanczos 法のアルゴリズム

•繰り返す
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Lanzcos過程と同じ
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Lanczos 法の数値例
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A = [1 2 3;2 3 4; 3 4 5];
u1 = [1;0;0];
alpha1 = u1'*A*u1;
beta1 = norm(A*u1-alpha1*u1);
u2=(A*u1-alpha1*u1)/beta1;
alpha2 = u2'*A*u2;
beta2 = norm(A*u2-alpha2*u2 - beta1 *u1);
u3=(A*u2-alpha2*u2 - beta1 *u1)/beta2;

% 確認用
P=[u1, u2, u3];
B=P'*A*P

Scilabプログラム

※ 10進3桁浮動小数点表示
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Lanczos 法の補足

•得られる直交ベクトルはKｒyｌov部分空間の元

•丸め誤差に弱い：丸め誤差を抑える方法を併用することが多
い
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マシンイプシロン≒ 2.22	× 10-16

直交性が１桁悪くなっている

Lanczos法の数値例で求めた直交ベクトル
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本日の内容

v対称行列の固有値問題
v３重対角化

vHouseholder法
vLanczos法

v３重対角行列の固有値
v二分法（バイセクション法）
vべき乗法
vWielandtの逆反復法
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３重対角行列の固有値問題

• ２分法（バイセクション法）
• Sturmの方法で固有値を求める

•べき乗法
• 固有値の絶対値が最大の固有値と固有ベクトルを求める方法

• Wielamdtの逆反復法
• 固有ベクトルを求める方法
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３重対角行列と特性方程式
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３重対角行列

次の代数方程式（特性多項式）の根が行列 Aの固有値

あまり嬉しくない
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主小行列式の関係
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３重対角行列

計算量の低減 ⇒ 数値誤差の低減

21



Sturm列と固有値の数の関係
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補題3.2

とする．このとき，
多項式の列 は
実軸上の閉区間においてSturm列をなす

一般性を失わない

定理3.1

区間 [a,	b]	が与えられ，pn(a)	≠	0，pn(b)	≠	0とする．
N(λ)	:	λ∈[a,	b]	を固定した列{	pn(λ)， pn-1(λ)，…， p0(λ)}
における符号変化の回数
区間[a,	b]	に含まれる行列 Aの固有値の数 n0は，
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２分法（バイセクション法）

•区間[a,	b]を２等分しながら，Sturmの方法で固有値の存在す
る区間を探索する方法．

•十分狭い区間に追い込めば，固有値の近似値が得られる
•初期区間は，例えば教科書 p.	16の固有値の存在範囲を基に
決めればよい
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２分法の補足

•代数方程式の解は係数に対して敏感
⇒丸め誤差があると，解は大きく変わりうる

•特性方程式を直接用いたくないのは，計算による数値誤差を
減らしたいため

2017/06/29 数値計算：第十一回

（例）

倍変わる
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本日の内容

v対称行列の固有値問題
v３重対角化

vHouseholder法
vLanczos法

v３重対角行列の固有値
v二分法（バイセクション法）
vべき乗法
v逆反復法
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べき乗法

•固有値の大きい方から数個の固有値，固有ベクトルを求める
方法
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適当な初期値から出発

固有ベクトル

固有値

26



べき乗法
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固有値と固有ベクトルの関係

１未満
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べき乗法

•原理的には，u1成分を除いて同じように第二の固有
値 λ2と固有ベクトルを求められる

•数値誤差があると，第一固有値の成分が大きくなっ
てくるため，数個程度の固有値・固有ベクトルを求め
るために使われる
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本日の内容

v対称行列の固有値問題
v３重対角化

vHouseholder法
vLanczos法

v３重対角行列の固有値
v二分法（バイセクション法）
vべき乗法
vWielandtの逆反復法
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Wielandtの逆反復法：
固有ベクトルを求める方法

•固有値 λsの近似値 μが得られた場合，
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べき乗法が使える：

逆行列を求めておくか，次の連立一次方程式を
各ステップで解くことで固有ベクトルが得られる
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次回の講義予定

•行列の固有値問題（教科書第３章）の残り
• 一般の行列の固有値問題
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