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概要

制御工学では, 対象となる線形システムの入

出力関係を表わす数理モデルとして, 時間領域

における微分方程式 (状態空間表現という) も

しくは周波数領域における伝達関数表現の 2つ

を用いる. 制御器の設計を考える際には状態空

間表現が便利であり, ロバスト性や制御系の性

能解析では伝達関数表現が便利である. 伝達関

数表現は線形時不変システム(*1（Linear Time

Invariance system, LTI system）しか扱えない

ため，非線形制御や計算機を用いた制御系設計

を主軸に考えるのであれば，時変線形システム

や非線形システムへの制御理論を考えた状態空

間表現から学ぶことを薦めるが，伝達空間表現

は Hardy 空間などの複素関数解析学と相性が

よく, 深い議論が可能である. また, フィード

バック制御の理論が電気電子回路の設計を目的

として発展したという歴史的な理由もあり, 電

気系を主として扱う産業では伝達関数表現がよ

く用いられる. 線形時不変モデルによる数理モ

デル化は，計算機が発達した今でも様々な場面

で用いられており，その応用範囲は狭くない．

こうした事情を踏まえ, 本稿では線形時不変

(*1 ここでは定係数の線形常微分方程式でダイナミク
スが記述されるものを，線形時不変システムと呼ぶ．
偏微分方程式で記述される分布定数系は扱わない．

システムを扱い，その数理モデルを伝達関数で

表わし, 基本的な演算の習得と理解を目指す.

まずは Laplace 変換の演習を行い, 微分方程

式を代数方程式へ変換することや Laplace の

最終値定理などを学ぶ. 次に, システムの安定

性が, 伝達関数の極で判別できることを天下り

的に述べ, 代表的な安定判別法である Routh–

Hurwitz の方法を学ぶ. 3 節では, ブロック線

図とシステムの結合について学び, 結合によっ

て安定性がどのように変化するかを演習を通し

て確認する. 4 節では, フィードバック結合の

安定判別法である, Nyquist の安定判別法につ

いて学ぶ. 5 節では, 安定な伝達関数の性能を

可視化した, Bode線図を導入し, 折れ線近似法

を用いた簡単な図示法を学ぶ.

1 Laplace変換

1.1 準備

1 変数関数 f : [0,∞) → R が, ある正数

a > 0を用いて |f(t)|e−at の積分値が有限確定

となるとき, (片側)Laplace 変換可能であると

いう. このような正数 a の下限を a(f) で表わ

す(*2. Laplace 変換可能な関数は, 次のように

(*2 “下限”なので，|f(t)|e−a(f)t の積分は有限確定す
るとは限らない．また，ここでは正数に限ったが，
数学としてはこの仮定は本質ではない．
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Laplace変換が定義できる.

F (s) :=

∫ ∞

0

f(t)e−stdt, (1)

s ∈ C, Re(s) > a(f).

Laplace変換を F で表わすと, Laplace変換は

F = F [f ] となる. この複素関数 F の定義域

は, 複素平面上のある実数 a(f)通る, 虚軸に並

行な直線の開右半平面で定義され, 収束領域と

呼ばれる. 収束領域上で, 複素関数 F (s) は解

析的である. 収束領域は, 解析接続を用いて特

異点を除く複素平面全域に拡張できる (一致の

定理). 定義域を特異点を除いた複素平面全体

とした関数も, 同様に F (s) で表す(*3. 以下で

は, F の定義域を複素平面全体と形式的に表わ

し, 「特異点を除く」と断らない.

Laplace 変換された関数 F (s) は, 次の

Bromwich(ブロムウィッチ) 積分により, 元の

関数に戻せる.

f(t) =
1

2πj

∫ a(f)+j∞

a(f)−j∞
F (s)estds, t ≥ 0.

この変換を, 逆 Laplace 変換と呼ぶ. 逆

Laplace 変換を F−1 で表わすと, 逆 Laplace

変換は f = F−1[F ]となる. ここで複素解析に

おける Jordan の補題を用いると, 虚軸に並行

な直線上の積分を周回積分によって表わすこと

ができる.

f(t) = lim
R→∞

(
1

2πj

∫ a(f)+jR

a(f)−jR

F (s)estds

+
1

2πj

∫
C

F (s)estds

)
.

ここで積分路 C は, 反時計回りの向きに定義さ

れた, 原点を中心とし起点を a(f)+ jR, 終点を

(*3 多くの場合, この解析接続の手順を省略し, Laplace

変換後の関数は複素平面全体で定義されているもの
として議論することが多い.

a(f)− jRとする半径 Rの円の一部である(*4.

したがって, この半円と直線に囲まれた閉曲線

内の特異点から, 留数定理を用いて Bromwich

積分を計算することができる.

実用上とくに重要なものは, F (s)が有理関数

で表わされる場合である.

F (s) =

∏m
k=1(s− bk)

mk∏n
i=1(s− ai)ni

.

ここでmk, ni はそれぞれ (s− bk), (s− ai)の

多重度である. F (s)が有理関数で, 分母多項式

の最高次数が分子多項式の最大次数よりも 2以

上大きい場合, 逆 Laplace変換は次のように表

わせる.

f(t) =

n∑
i=1

dni−1

dsni−1

(
(s− ai)

niF (s)est
)∣∣∣∣

s=ai

.

(2)

一見すると式 (2) は複雑に見えるが, 慣れると

簡単である. 例えば

F (s) =
s− 1

(s+ 1)2(s+ 2)

の場合,

f(t) = lim
s→−1

{ d

ds

(
(s+ 1)2F (s)est

)}
+ lim

s→−2

{
(s+ 2)F (s)est

}
= lim

s→−1

{3 + t(s− 1)(s+ 2)

(s+ 2)2
est)

}
+ lim

s→−2

{
(s+ 2)F (s)est

}
=(3− 2t)e−t + 3e−2t

となる.

(*4 a(f) を通る虚軸に平行な直線に対し, 左側に弧を

加える. これは t > 0 のときに Jordan の補題が
適用できる領域になるため. 右側に適用するには,

t < 0を考えなければならない.
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1.2 問題

1.2.1 Laplace変換

問題 1. 定義 (1)に従い, 次の関数を Laplace

変換せよ. ただし, 関数 f は [0,∞)を引数に

持ち, t < 0では f(t) = 0とする.

(1) f(t) = 1.

(2) f(t) = t.

(3) f(t) = exp(at). ただし, a ∈ R.
(4) f(t) = sin(ωt + ϕ). ただし, ω > 0,

ϕ ∈ [0, 2π).

(5) f(t) =
√

2
πσ2 exp(−t2/σ2). ただし,

σ > 0. また, Laplace変換した関数 F (s)

に対し, σ → 0 の極限を取るとどうな

るか?

問題 2. 次の関数 F を逆 Laplace 変換せよ.

ただし, s ∈ Cとする.

(1) F (s) = 1
s .

(2) F (s) = 1
s2 .

(3) F (s) = 1
s+a . ただし, a ∈ R.

(4) F (s) = 1
s2+ω2 . ただし, ω > 0.

(5) F (s) = exp(−s2).

1.2.2 微分方程式の変換

Laplace変換の重要な性質として,「微分」を

「掛け算」に変換するという性質がある. これ

は, 正方行列の対角化を一般化した概念であり,

微分作用素の対角化や固有値問題の解析に用い

られる. tf(t)のように, 元々掛け算になってい

る場合は, 変換すると逆に微分が現れる. つま

り, 次の対応関係がある.

d

dt
↔ s, t ↔ − d

ds
.

対応関係は, 次の問題で確認されたい (部分積

分, 積分と微分の順序の入れ替えなどを使えば

よい).

問題 3. 次の微分方程式を Laplace変換し,複

素数 s の方程式に変換せよ. ただし, f(0) =

f0 とする.

(1)
d

dt
f(t) = af(t). ただし a ∈ R.

(2)
d

dt
f(t) = tf(t).

(3)
d

dt
f(t) = u(t − τ). ただし, τ > 0で, u

は Laplace変換可能な関数.

問題 4. Y (s) = G(s)U(s) とし, Y (s) =

F [y], U(s) = F [u] とする. G(s) が以下の

ように与えられているとき, 微分方程式に変

換せよ.

(1) G(s) =
1

s+ a
. ただし a ∈ R.

(2) G(s) =
s+ 2

s2 + 1
.

(3) G(s) =
1

s+ a
e−sL. ただし a ∈ R, L >

0.

1.3 応用問題: 線形時不変システム

Laplace 変換を用いると, 線形時不変システ

ムを有理関数で表わすことができる. たとえば,

n ≥ mの場合, uを入力としたときの出力 y が

したがう方程式

n∑
i=1

ai
di

dti
y(t) =

m∑
i=1

bi
di

dti
u(t)

は, yの n−1階微分までの初期値と uのm−1

階微分までの初期値を零として,

Y (s) = G(s)U(s)

で表わせる. ここで G(s) は伝達関数 (trans-

fer function)と呼ばれる. 入出力応答の性質

は, この伝達関数に全て含まれている. 伝達関

数 G(s)の分母多項式の最大次数が 1の場合を

1次系, 2の場合を 2次系という. 代数学の基本
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定理より, 実係数多項式は, 1次の実係数多項式

と 2次の実係数多項式の積に分解できる(*5.

問題 5. 次の微分方程式を Laplace変換し,代

数方程式に変換せよ. また, そのときの伝達関

数を求めよ. ただし, y(0) = y0,
d
dty(0) = y′0

とし, uは Laplace変換可能な関数とする.

(1)
d2

dt2
y(t) + a

d

dt
y(t) + by(t) = u(t).

(2)
d

dt
y(t) = −u(t− τ). ただし, τ > 0.

(3)
d

dt
y(t) = −y(t− τ) + u(t). ただし, τ >

0.

伝達関数の分母多項式の次数は, 分子多項式

の次数以上になる. これは, 次のように因果関

係から説明される.

d2

dt2
y(t) + a1

d

dt
y(t) + a0y(t)

=b1
d

dt
u(t) + b2u(t)

の両辺を積分すると,

y(t)− y(0)

=− a1

∫ t

0

dt′y(t′)− a0

∫ t

0

∫ t′

0

dt′dτy(τ)

+ b1

∫ t

0

dt′u(t′) + b0

∫ t

0

∫ t′

0

dt′dτu(τ)

となる. あきらかに, y(t) は u の過去の履歴

を必要とする関数である. uの方が微分演算子

の次数が大きい場合, 今度は逆に uを決めるに

は y の過去の履歴が必要である. したがって,

uが入力で y が出力の場合, 因果関係があるた

め, y にかかる微分演算子の次数の方が, u に

かかる次数よりも大きくなる. 微分演算子 d
dt

は sに対応するので, これはそのまま sの次数

に当てはまる. 分母多項式の次数が分子多項式

(*5 複素係数多項式で考える場合, 1 次系のみの積で表
わすことができる.

以上の s の有理関数をプロパー (proper) で

あるという. 分母多項式の次数が厳密に分子多

項式のものよりも大きい場合, 厳密にプロパー

(strictly proper)であるという. 分母多項式

と分子多項式の次数が同じであるとき, バイプ

ロパー (biproper)であるという.

厳密にプロパな伝達関数には, 次のような性

質がある.

問題 6. G(s)は安定で厳密にプロパな有理関

数であるとする (安定性は後で定義するので,

ここでは気にしなくてよい).

(1) G(s) が厳密にプロパであるとき,∫∞
−∞ |G(jω)|2dω は有限になる. このこ

とを G(s) =
1

s+ a
で確認し, 値を求め

よ (a > 0とする).

(2) g(t) := F−1[G(s)]としたとき, Parseval

の等式より,∫ ∞

0

|g(t)|2dt = 1

2π

∫ ∞

−∞
|G(jω)|2dω

が成り立つ. このことを, G(s) =
1

s+ a
で確認せよ (a > 0とする).

(3) G(s) =
1

s+ a
とし, g(t) := F−1[G(s)]

とする. このとき,

d

dt
v(t) = −2av(t) + 1

の定常解 v∞ が初期値 v(0) = v0 によら

ず存在し,

v∞ =

∫ ∞

0

|g(t)|2dt

となることを確認せよ.

Laplace の最終値定理と呼ばれる, よく用い

られる定理を紹介しておく. limt→∞ y(t) が有
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限確定するとき, 次が成り立つ:

lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sY (s) (3)

ただし, Y (s) = F [y(t)]である.

大事なことなので繰り返すが, Laplace の最

終値定理は limt→∞ y(t)が有限確定するときに

成り立つ定理であり, 例えば

Y (s) =
ω

s2 + ω2
= F [y(t) = cos(ωt)]

に 対 し て は 使 え な い. こ の と き,

lims→0 sY (s) = 0 となるが, y(t) は振動し続

けるため, limt→∞ y(t) は存在しないことに注

意されたい.

問題 7. Y (s) = F [y(t)] = G(s)U(s)とする.

(1) G(s) =
1

s+ a
, U(s) =

1

s
のとき,

limt→∞ y(t) を求めよ. ただし, a > 0

とする.

(2) G(s) =
1

s+ a
, u(t) = e−t sin(ωt) の

とき, limt→∞ y(t) を求めよ. ただし,

a, ω > 0とする.

(3) U(s) =
1

s
とする. また, G(s) =

γs2 + δs+ ϵ

s2 + αs+ β
とし, α, β > 0 とする.

limt→∞ y(t) = 0 となるためには, G(s)

の係数はどのような条件を満たす必要が

あるか?

(4) U(s) =
1

s
とする. また, G(s) =

γs2 + δs+ ϵ

s2 + αs+ β
とし, α, β > 0 とする.

ある定数 a > 0 が与えられたとき,

limt→∞ y(t) = a となるためには, G(s)

の係数はどのような条件を満たす必要が

あるか?

(5) U(s) =
1

s2 + ω2
とする. また, G(s) =

s2 + ω2

s2 + αs+ β
とし, α, β > 0 とする. こ

のとき, y(t) = F−1[Y (s)] を計算し,

limt→∞ y(t) = 0を確かめよ.

(6) U(s) =
1

s2 + ω2
とする. また, G(s) =

γs2 + δs+ ϵ

s2 + αs+ β
とし, α, β > 0 とする.

limt→∞ y(t) = 0 となるためには, G(s)

の係数はどのような条件を満たす必要が

あるか?

(ヒント: G(s)U(s)の分母多項式の根が,

開複素左半平面にあることが必要. )

制御系設計の段階で改めて述べるが,∫∞
0

|u(t)|dt が発散するような入力を系に加え
る場合, Laplace 変換後の U(s) の不安定極を,

G(s)の不安定零点で相殺する必要がある (内部

モデル原理と呼ばれる). 制御目標は, 目標追従

制御のように, 目標値が動的な場合もある. こ

の場合, 内部モデル原理が追従性能を保証する.

2 線形時不変システムの安定性

伝達関数が虚軸を含む閉複素右半平面で解析

的であるとき, システムは (狭義の意味で) 安

定であるという(*6. これは, 線形時不変系の場

合，伝達関数が有理関数となるため，システム

の極が複素開左半平面に存在することと同値で

ある. ここでシステムの極とは, 線形時不変系

の伝達関数 G(s) の特異点のことをいう. シス

テムが安定であるとは, g(t) := F−1[G(s)]が,

lim
t→∞

g(t) = 0

となることを意味する(*7. 線形近似した系が不

安定であっても, 実際の応答が発散するとは限

(*6 元々は，常微分方程式論における「平衡点」の安定
性に由来する．「システムの安定性」は，制御の分野
以外ではあまり使われない用語なので，使うときに
は注意が必要．

(*7 極限が発散しないという意味で, 安定であるという
こともある. この場合, G(s) の極は, 虚軸上のもの
を除く極は開左半平面に存在し, 虚軸上の極は単根
である. とくに虚軸上に単根がある場合, 安定限界
であるという.
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らないことに注意せよ.

システムの安定性は, 調べなければならない

最も基本的な性質の一つである. 線形時不変系

の場合, 次の安定判別法が知られている.

• Routh-Hurwitzの安定判別法.

• Hurwitzの方法.

ここでは Routh-Hurwitz の安定判別法を述

べる.

実係数の sの多項式

A(s) = ans
n + an−1s

n−1 + · · ·+ a1s+ a0

が安定多項式であるとは, A(s) = 0 の根の実

部が全て厳密に負になることをいう. ここで,

A(s)を次の 2つに分解する.

A0(s) :=ans
n + an−2s

n−2 + · · · , (4)

A1(s) :=an−1s
n−1 + an−3s

n−3 + · · · . (5)

例えば, n = 3の場合は

A0(s) :=a3s
3 + a1s,

A1(s) :=a2s
2 + a0

となる. これを用いて, 次の Routh表と呼ばれ

る表を作る.

n an an−2 · · ·
n− 1 an−1 an−3 · · ·
n− 2 b

(1)
1 b

(1)
2 · · ·

n− 3 b
(2)
1 b

(2)
2 · · ·

...
...

...
...

0 b
(n−2)
1 b

(n−2)
2 · · ·

ただし, nが偶数の場合は表の a0の下の項目に

0を入れる. ここで,

b
(1)
1 =

an−1an−2 − anan−3

an−1
,

b
(1)
2 =

an−1an−4 − anan−5

an−1
,

...

b(1)m =
an−1an−2m − anan−2m−1

a1
,

b
(2)
1 =

b
(1)
1 an−3 − an−1b

(1)
2

b
(1)
1

,

b
(2)
2 =

b
(1)
1 an−5 − an−1b

(1)
3

b
(1)
1

,

...

b(2)m =
b
(1)
1 an−2m−1 − an−1b

(1)
m+1

b
(1)
1

,

b(k)m =
b
(k−1)
1 b

(k−2)
m − b

(k−2)
1 b

(k−1)
m

b
(k−1)
1

である. このとき, ai > 0, i = 0, · · · , n かつ
bk1 > 0, k = 1, · · · , n − 2 が成り立てば, 系は

安定である [1, 4.5節].

問題 8. 次の伝達関数が安定であるかどうか

を確認せよ.

(1) G(s) =
1

s2 + s− 1
.

(2) G(s) =
1

s
.

(3) G(s) =
1

s3 + 2s+ 1
.

(4) G(s) =
s2 − 1

s3 + s2 + s+ 1
.

次の安定限界な伝達関数 Gに対し, 次のよう

な入出力応答を考える.

Y (s) =G(s)U(s), G(s) = U(s) =
1

s
.

このとき, y(t) = tとなり, t → ∞で発散する.
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しかし, 例えば

u(t) =

{
1, t ∈ [0, T )
0, t ≥ T

の場合, G(s) = 1
s を通すと,

y(t) =

∫ min{t,T}

0

dt = min{t, T}

となるので, 安定限界なシステムの場合であっ

ても, 有限な時刻で入力を完全に零にできれば,

発散はしない (不安定な場合は, 有限時間しか

入力を入れなくとも, 発散する). この点は, 不

安定システムと異なる.

ほとんど全ての物理・工学モデルは非線形で

あり, 線形に動作する領域について考える場合

は線形化を行う. 線形化モデルが安定限界の場

合であっても, 非線形の項まで考えると安定に

なることもある. 例えば,

d

dt
y(t) =y(t)− y(t)3

=y(t)
(
1− y(t)

)(
1 + y(t)

)
は，平衡点が 0,±1の 3つある．各平衡点の近

傍で線形化すると，0付近で線形近似したもの

は不安定，それ以外の平衡点周りでは安定にな

る．0以外の平衡点が不安定平衡点を挟んでい

るので，非線形系は（発散しないという意味で）

安定である．また，

d

dt
y(t) =− y(t)3

は, 右辺は y(t) と異符号になるため, 0 に収束

する. しかし, この線形化モデルは d
dty(t) = 0

であり, 安定限界である. このように, 安定限界

なシステムの安定性は, 厳密な線形モデルでな

い限り, 非線形な効果によって安定性が変わる

ことに注意されたい. 線形化したシステムが安

定ならば, その線形化の妥当性が成り立つ限り,

安定である.

問題 9. 次の伝達関数が安定であるための,

係数の条件を求めよ.

(1) G(s) =
1

s+ a
.

(2) G(s) =
1

s2 + as+ b
.

(3) G(s) =
s2 − 1

s3 + as2 + bs+ c
.

(4) P (s) =
1

s+ a
e−sT , a, T > 0とする. こ

の系が安定となるための必要十分条件は,

aT < π
2 である. むだ時間要素 e−sT を次

のように近似する (N 次の Pade近似).

e−sT =
e−sT/2

esT/2
≃
∑N

k=0
1
k!

(
−T

2 s
)k∑N

k=0
1
k!

(
T
2 s
)k

このとき, N = 1, 2, 3 のときの, 系が安

定となるパラメータの条件を求め, 厳密

解と比較せよ.

安定性は, パラメータに関して連続的でない.

例えば, y(t) = exp(−at) sin(ωt), a, ω > 0 を

考えよう. このとき,

lim
a→0

lim
t→∞

y(t) ̸= lim
t→∞

lim
a→0

y(t)

である. 任意の固定したパラメータ a > 0 に

対して y(t)は 0へ収束するが, 任意の固定した

時刻 tに対して, lima→0 y(t) = sin(ωt)となる

ため, 極限操作が可換でない. 安定性を論じる

際, 極限に対して閉じてないという性質は重要

である.

3 ブロック線図とシステムの結合

複数のシステムからなる大きなシステムは,

各システム間の様々な結合によって表わされ

ている. 結合の種類には, 並列結合, 直列結合,

フィードバック結合の 3種類があり, これらを

組み合わせて用いられる (図 1). 安定な伝達関

数による並列結合または直列結合した系は, 安
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定となる. しかし, フィードバック結合に関し

ては, そのような関係が得られない場合がある.

図 1 伝達関数 G1(s) と G2(s) の直列結合,

並列結合およびフィードバック結合.

問題 10. G1(s) =
1

s+ a
, G2(s) =

s− c

s+ b
,

G3(s) =
1

s2 + as+ c
とする. ただし,

a, b, c, d > 0, a < cとする.

(1) G1(s) と G2(s) を直列結合したときの,

伝達関数の極を求めよ. また, 伝達関数

が安定であるかどうかを判別せよ.

(2) G2(s)をフィードバック結合したときの,

伝達関数の極を求めよ. また, 伝達関数

が安定であるかどうかを判別せよ.

一般に, 伝達関数 G1(s) と G2(s) を直列結

合, 並列結合, フィードバック結合した場合, そ

れぞれの伝達関数の安定性によって, 結合後の

システムの安定性は表 1となる. フィードバッ

ク結合の場合のみ, G1(s)と G2(s)の安定性が

どうであっても, 結合したシステムが安定であ

るかどうかは言えない. その代わり, フィード

バック結合のみが不安定系を安定化する可能性

を持っている. 実際に, 制御器に制約がなけれ

ば, 安定化する制御器は必ず存在する(*8.

表 1 直列結合/並列結合/FB 結合の安定性.

安定を S, 不安定を Uで表わす.

G1(s) \G2(s) S U

S S/S/? U/U/?

U U/U/? U/U/?

4 Nyquist線図と安定判別法

フィードバック結合による安定判別をグラ

フィカルに行う方法に, Nyquist の安定判別法

と呼ばれるものがある. これは, Nyquist 線

図と呼ばれるグラフをプロットすることで行わ

れる. Nyquist線図を用いたフィードバック系

の安定判別法は, むだ時間の場合でも有効であ

り, 盛んに用いられる方法の一つである.

Nyquist 線図とは, 伝達関数 G(s) の s を虚

軸上で動かし, 各 s = jωに対し, G(jω)の実部

と虚部を複素平面にプロットする方法である.

次の伝達関数

P (s) =
s2 + 2s+ 3

s3 + 3s2 + 9s+ 2
(6)

の Nyquist線図を, 図 6で表わす.

問題 11. G1(s) =
1

s+ a
, G2(s) =

s− c

s+ b
,

G3(s) =
1

s2 + as+ c
とする. ただし,

a, b, c, d > 0, a < cとする.

(1) G1(s)の Nyquist線図を描け.

(2) G2(s)の Nyquist線図を描け.

(3) G3(s)の Nyquist線図を描け.

ここで G(s)をプロパな有理伝達関数としよ

う. Nyquist の安定判別法とは, 図 3 のような

(*8 線形システムが有理伝達関数で与えられている場
合で, 状態方程式で与えられた場合は異なる.
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図 2 伝達関数 (6)の Nyquist線図.

単一フィードバック結合の安定判別を行う方法

である. G(s) は安定でなくてもよいことに注

意されたい. このとき, フィードバック結合に

より

Y (s) =G(s)(U(s)− Y (s))

=G(s)U(s)−G(s)2(U(s)− Y (s))

= · · · = −
∞∑
k=1

(−G(s))kU(s)

となる. ここで適当な sの領域が取れるとして

Y (s) =
G(s)

1 +G(s)
U(s)

を得る. このフィードバック系の安定性は,

F (s) = 1 +G(s)の “零点”に, 不安定零点が存

在しないことが必要十分条件である.

図 3 伝達関数 G(s)の単一フィードバック結合.

安定性判別のために, 次の複素関数論の有

用な結果を用いよう. 一般に有理関数 f(s) に

対し, 偏角の原理と呼ばれる次の結果が成り立

つ [2, 定理 6.9]: C を複素閉右半平面 C内の区
分的に連続微分可能な単純閉曲線であり, 反時

計回りの方向に動くものとする. このとき, C

の内側にある f の零点および極の個数を, 重複

度も数えてそれぞれ N , P とする. また, f は

C 上で零点を持たないとする. このとき,

P −N = −
∫
C

f ′(s)

f(s)
ds. (7)

ここで f ′(s)は f(s)の微分である. 証明は, 次

のように行えばよい. f(s) を, 互いに既約な

分母多項式 D(s)と分子多項式 N(s)で表わし,

周回積分の中身を考えると,

f(s) =
N(s)

D(s)

⇒ f ′(s)

f(s)
=
D(s)

N(s)

N ′(s)D(s)−N(s)D′(s)

D(s)2

=
N ′(s)

N(s)
− D′(s)

D(s)

と分解できる. 積分を変数変換し, D(s) と

N(s)を変数とする 2つの周回積分に分解する.

ただし, 積分経路はそれぞれ N(s) と D(s) で

移されたものとなる.∫
C

1

f(s)

d

ds
f(s)ds

=

∫
ΓN

1

N(s)
dN(s)−

∫
ΓD

1

D(s)
dD(s).

右辺の周回積分の第一項は f(s) の零点の数に

一致し, 第二項は f(s)の極の数と一致する.

次に式 (7)の意味について考えよう. これは,

f(s)によって積分曲線が C から Γへ移された

と見なすこともできる:∫
C

f ′(s)

f(s)
ds =

∫
Γ

1

f(s)
df(s).

上式の右辺は原点周りの回転数を表わしている

ので, パラメータ f(s), s ∈ C が原点を回る回
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数を意味している. 一方, 上式の左辺は,∫ ∞

−∞

f ′(jω)

f(jω)
d(jω) + lim

R→∞

∫ −π/2

π/2

f ′(Rejθ)

f(Rejθ)
dθ

であり, f ′(s)/f(s)は厳密にプロパな伝達関数

となっているため, R → ∞ の極限で右辺第二
項は 0となる. したがって, f(s), s ∈ C を動か

して原点周りの回転数を調べることは, f(jω),

ω ∈ Rを −∞から +∞まで動かして, 原点周

りの回転数を調べることに等しい. すなわち,

f(jω) を複素平面上で動かすことで, グラフィ

カルに安定性を判別することができる.

ここで安定性の議論に戻ろう. 図 3のフィー

ドバック系を安定にするには, F (s) = 1+G(s)

に不安定零点が存在しないことが条件であっ

た. すなわち, F (jω)の軌跡が原点を回転した

回数をM としたとき,

M = P

となることが条件である. F (s) の極は, G(s)

の極と一致することに注意されたい. したがっ

て, F (s)の不安定極は, 事前に知ることができ

るので, 不安定極の数も調べることができる.

これを G(s) = F (s)− 1より, F (jω)での原点

F (jω) = 0 は, G(jω) では (−1, j0) の点であ

る. したがって, 次のようにまとめることがで

きる.

Nyquistの安定定理� �
G(jω) を −∞ から +∞ まで ω を動かし

て描いた軌跡が, (−1, j0) を G(s) の不安

定極の数だけ回転したとき, フィードバッ

ク系は安定である.� �
こ れ が Nyquist の 安 定 定 理ま た は

Nyquistの安定判別法と呼ばれるものである.

とくに G(s)が安定ならば, P = 0となるので,

G(jω)の軌跡が (−1, j0)を回らない, すなわち

Re(G(jω)) < 0 の領域で軌跡が実軸に交わる

点は, (−1, j0) の右側であることが, フィード

バック系の安定性を意味する.

5 Bode線図と折れ線近似

線形時不変システムの伝達関数を虚軸上でプ

ロットすることで, システムの定常特性を知る

ことができる. システムが不安定の場合, 定常

特性を議論することに意味がないため, システ

ムは安定であるとする. このとき, 次のような

グラフを作成する.

• Bode ゲイン線図 : 横軸に ω > 0, 縦軸に

10 log10 |G(jω)|2 をプロットし, 片対数表

示したもの.

• Bode 位相線図 : 横軸に ω > 0, 縦軸に

∠G(jω) をプロットし, 片対数表示したも

の. ただし, 縦軸は慣習的に度数単位で表

わす.

これら 2つのグラフを, Bode 線図という. 例

えば, 式 (6)

P (s) =
s2 + 2s+ 3

s3 + 3s2 + 9s+ 2

の Bode線図は, 図 4の通りである (Matlabで

以下のコマンドで生成した).

num=[1, 2, 3]; % 分子多項式係数

den=[1, 3, 9, 2];% 分母多項式

P=tf(num,den);% 伝達関数の生成

roots(den) % 分母多項式の根の表示

bode(P);% Bode線図のプロット

w=10.^[-1:0.1:2];% プロットしたい角周波

数帯域の設定

[gain,phase]=bode(P,w);% wにおけるゲイ

ンと位相

gain=squeeze(gain);

phase=squeeze(phase);% 3次元配列データ
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を 1次元配列データに収縮

nyquist(P);% Nyquist線図の表示
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図 4 伝達関数 (6)の Bodeゲイン線図と位相線図

対数をとる際, 注意しなければならない点が

ある. 入力が電圧, 出力が角速度というふうに,

実際のシステムでは入力と出力の単位が同じで

あるとは限らない. その場合, 伝達関数 Gは無

次元量にはならず, 対数関数の引数に選ぶこと

ができない(*9. このような場合, 無次元量とな

るように, 適当な規格化定数で割ったものと考

え, 対数の値を出す. 用いた規格化定数によっ

て対数関数の値は異なってしまうが, グラフの

概形は変わらないことに注意されたい.

G(s) = 1
(s+a)(s+b) , a, b > 0 を考えよう. こ

のとき,

log10 |G(jω)| = log10
1

|jω + a|
+ log10

1

|jω + b|

と分解することができる. また, G(jω) =

|G(jω)| exp(j∠G(jω))となるため,

∠G(jω) = ∠ 1

jω + a
+ ∠ 1

jω + b

(*9 単位を考える必要があるのは, 数学と応用分野の違
いの一つ

と分解することができる. すなわち, 伝達関数

が 1次系の積の形で表わされているとき, Bode

線図は各 1次系のプロットの和で表わすことが

できる.

1次系と 2次系の伝達関数の Bode線図の特

徴を述べておく. 次の伝達関数を考える.

G1(s) =
1

s+ a
, G2(s) =

1

s2 + 2ζω0s+ ω2
0

.

ただし, a, ζ, ω0 > 0. まず 1 次系は, 次の特徴

がある.

(1) ω → 0 で |G1(jω)| → 1
a となり,

∠G1(jω) → 0となる.

(2) ω = aで,

|G1(ja)| ∼
1

2a
⇔20 log10 |G1(ja)| ≃ −3− 20 log10 a.

実際に応用される現場において, 右辺の

−3dBは特別な意味な意味をもつ (下の問

題参照). また, 位相は ∠G1(ja) = −45◦.

(3) ω ≫ aで |G1(jω)| → 1
ω , すなわち

20 log10 |G1(jω)| ≃ −20 logω

となり, 片対数グラフにおいて線形に減衰

する. また, ∠G1(ja) = −90◦.

以上を踏まえると, ω < aの領域では 1
a をと

り, ω > aの領域では点 (a, 1
a )を通る傾き −20

の直線を引けば, ゲイン線図の近似になること

が予想される. この方法で Bodeゲイン線図を

描くことを, 折れ線近似法という.

2 次系において, ζ ≥ 1 の場合は 1 次系の積

に分解される. 0 < ζ < 1 の場合のみを考え

よう.

(1) ω → 0で |G1(jω)| → 1
a
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(2) ω = aで,

|G1(ja)| ∼
1

2a
⇔20 log10 |G1(ja)| ≃ −3− 20 log10 a.

実際に応用される現場において, 右辺の

−3dBは特別な意味な意味をもつ (下の問

題参照).

(3) ω ≫ aで |G1(jω)| → 1
ω , すなわち

20 log10 |G1(jω)| ≃ −20 logω

となり, 片対数グラフにおいて線形に減衰

する.

問題 12. (1) G(s) =
1

s+ a
, a > 0 の

Bode 線図の概形を図示せよ. 伝達関数

|G(jω)|2 = |Y (jω)|2/|U(jω)|2 より, 入

出力信号のパワーの比となっている. パ

ワーの比が |G(j0)|2の半分となる角周波
数を求めよ (パワーが半分になる周波数

帯域は, 通信ではバンド幅と呼ばれる).

(2) G(s) =
1

s2 + 4s+ 3
の Bode線図の概形

を図示せよ.

(3) G(s) =
s+ 1

s2 + 4s+ 3
の Bode線図の概形

を図示せよ.

(4) G(s) =
1

s2 + s+ 1
の Bode 線図の概形

を図示せよ.

(5) G(s) =
s− a

s+ a
, a > 0 の Bode 線図の概

形を図示せよ.

(6) G(s) = e−sT , T > 0は, むだ時間を表わ

す. これを次のように近似する (N 次の

Pade近似).

e−sT =
e−sT/2

esT/2
≃
∑N

k=0
1
k!

(
−T

2 s
)k∑N

k=0
1
k!

(
T
2 s
)k

N = 1 のときと N = 2 のときの Bode

ゲイン線図と位相線図を図示せよ. Pade

近似は, むだ時間のどの周波数帯域を近

似したものか?

Bode 線図は, 安定な制御系に対する周波数

領域における性能評価を行うために用いられ

る. 安定判別は, 前述の Routh–Hurwitz の安

定判別法や, Nyquist の安定判別法を用いて判

別することができる.
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